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Aufgabe 12.1 Transformation alternierender Formen

Es sei V ein R-Vektorraum der Dimension n und ω ∈
∧n V ∗ eine alternierende n-Form.

Beweisen Sie: Für A ∈ EndR(V ) und beliebige v1, ..., vn ∈ V gilt

ω(A(v1), ..., A(vn)) = det(A) · ω(v1, ..., vn).

Aufgabe 12.2 Spinoren im Sigma-Modell

Es sei V ein R-Vektorraum der Dimension n ≥ 1. Für v ∈ V und k ∈ N definieren wir
folgende Abbildung auf einfachen Tensoren:

iv :
⊗k

V ∗ −→
⊗k−1

V ∗, λ1 ⊗ · · · ⊗ λk 7−→ λ1(v) · λ2 ⊗ · · · ⊗ λk.

Auf alternierende Multilinearformen eingeschränkt und linear fortgesetzt induziert diese
eine Abbildung auf der äußeren Algebra iv :

∧k V ∗ →
∧k−1 V ∗.

(a) Beweisen Sie die Gültigkeit der Formel

iv(λ1 ∧ · · · ∧ λk) = λ1(v) · λ2 ∧ · · · ∧ λk −
∑k

i=2
(−1)iλi(v) · λ1 ∧ · · · ∧ λ̂i ∧ · · · ∧ λk,

wobei λ̂i symbolisieren soll, dass der i-te Faktor ausgelassen wird (z.B. ist dann
λ1 ∧ λ̂2 ∧ λ3 := λ1 ∧ λ3).

(b) Sei nun ϕj :
∧k V ∗ →

∧k+1 V ∗ gegeben durch ϕj(ω) := ej∗ ∧ ω, wobei {ei}i die
kanonische Basis von V und {ej∗}j die zugehörige Dualbasis bezeichnet. Zeigen Sie:

Für k = n gilt iei ◦ ϕj = 0 und ϕj ◦ iei = δji .

Aufgabe 12.3 Stereographische Projektion

Wir wollen die Einheitssphäre S1 = {(x, y) ∈ R2 |x2 + y2 = 1} ⊂ R2 als Mannigfaltigkeit
der Dimension 1 verstehen, indem wir explizit Karten konstruieren. Betrachten Sie dazu
zunächst eine Gerade durch den Nordpol N := (0, 1), die S1 an einem beliebigen Punkt
a schneidet. Geben Sie dann eine Abbildung ϕ : S1 \ {N} → R1 auf die x-Achse an,
sodass ϕ(a) der Schnittpunkt der Geraden mit der x-Achse ist. Zeigen Sie, dass es sich
bei (ϕ, S1 \ {N}) um eine Karte handelt und geben Sie eine weitere Karte an, um einen
Atlas für S1 zu vervollständigen.

Aufgabe 12.4 Mannigfaltigkeiten als Niveauflächen

Zeigen Sie, dass der Torus

T 2 :=
{

(x, y, z) ∈ R3 | (
√
x2 + y2 − 2)2 + z2 = 1

}
eine Mannigfaltigkeit der Dimension 2 ist. Hinweis: Versuchen Sie nicht explizit Karten zu
konstruieren, sondern verwenden Sie den Satz von der impliziten Funktion: Bei geprüfter
Vorraussetzung liefert Ihnen dieser die Existenz lokaler Parametrisierungen, die als Karten
dienen.


