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Aufgabe 7.1 Schnitt und Summe von LP-Rdumen

Fiir einen Mafiraum betrachten wir die zugehdrigen LP-Raume fiir 1 < p < ¢ < r < 0.
AuBlerdem sei LP N L" der Schnitt und LP 4 L" := (LP U L") die innere Summe. Beweisen
Sie: LPNL" C LY C LP + L". Hinweis: Verwenden Sie fiir die erste Inklusion die Holder-
Ungleichung und betrachten Sie fiir die zweite Inklusion eine Funktion f auf {z ||f(z)| > 1}
und {z]|f(2)] < 1}.

Aufgabe 7.2 Parallelogramm-Identitdt
Beweisen Sie: Auf einem normierten Raum (V, ||-||) iber R gibt es genau dann ein Skalarpro-
dukt mit (z,z) = ||z||, falls die Parallelogramm-Identitét

lz +yll* + llz = yl* = 2||z|* + 2 yll*, @zyeV

gilt. Folgern Sie, dass der normierte Raum (LP(R, A), [|-[|,,) fiir p # 2 kein Hilbertraum ist.
Hinweis: Betrachten Sie den Ausdruck (z,y) := 1 |lz + yll? - 1l - yl?, z,y e V.

Aufgabe 7.3 Nicht-separable Hilbertrdume

(a) Zeigen Sie, dass L*(R™, \,) nicht-separabel ist. Hinweis: Berechnen Sie den Ab-
stand der Funktionen {xp, (0)}r>0 C L> zueinander.

(b) Wir betrachten den Vektorraum

H :={f:]0,1] — R|spt(f) ist hochstens abzéhlbar und Z |f(x)]* < 00}

Zeigen Sie, dass H zusammen mit dem Skalarprodukt (f,g) = > ¢ f(2)9(x)
ein nicht-separabler Hilbertraum ist. Hinweis: Identifizieren Sie den relevanten
Mafiraum und verwenden Sie Satz 3.24.

z€[0,1]

Aufgabe 7.4 Metrisierbarkeit von Konvergenzbegriffen
(a) Zeigen Sie: Es gibt keine Metrik d auf L*(R, \) mit der Eigenschaft, dass eine Folge
(fx)r genau dann punktweise f.ii. gegen eine Grenzfunktion f konvergiert, wenn sie
beziiglich d gegen f konvergiert, d.h. d(fx, f) — 0 fiir & — oo. Hinweis: Zeigen
Sie zunéchst, dass eine Folge (fx)r in einem metrischen Raum beziiglich d gegen f
konvergiert, wenn jede Teilfolge (fx,); eine gegen f beziiglich d konvergente Teilfolge
(f k‘lm)m besitzt. Wenden Sie dann Proposition 3.30 auf ein geeignetes Beispiel an.

(b) Es sei (X, &, p) ein Mafiraum mit p(X) < co. Wir betrachten den Raum der mess-
baren Funktionen L°(X, u) := {f : X — R| f messbar} / ~, wobei f ~ g 1= f(z) =
g(z) f.ii.. Auf L? definieren wir den Abstandsbegriff

- |f =gl
i) = [yl e

Beweisen Sie, dass (L°, d) ein metrischer Raum ist und dass eine Folge (fi)x genau
dann bezliglich d gegen f = 0 konvergiert, wenn sie im Mafl gegen f = 0 konvergiert.
Hinweis: Fir z € [0,00) ist die Funktion z — 1%& monoton wachsend und durch 1
beschrénkt. Integrieren Sie fiir eine Richtung getrennt iber {f||f, — f| > d} und
{f|1fn — fl <6}, fur die andere Richtung nur iiber erstere Menge.



