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Aufgabe 3.1 σ-Algebra endlicher Mengen

Wir betrachten eine Familie A ⊂ P(X) von Teilmengen einer Menge X, definiert durch

A := {A ⊂ X |A oder Ac ist endlich} .

Beweisen Sie, dass A eine Algebra ist, und genau dann eine σ-Algebra ist, wenn X endlich
ist.

Aufgabe 3.2 Pullback und Pushforward

Es seien X,Y nicht-leere Mengen und f : X → Y eine Abbildung. Beweisen Sie:

(a) Für eine σ-Algebra Y auf Y ist

f∗(Y) :=
{
f−1(U) |U ∈ Y

}
eine σ-Algebra auf X.

(b) Für eine σ-Algebra X auf X ist

f∗(X ) :=
{
A ⊂ Y | f−1(A) ∈ X

}
eine σ-Algebra auf Y .

Aufgabe 3.3 Wahrscheinlichkeit

Es sei (X,A) ein messbarer Raum und (µn)n∈N eine Folge von Maßen auf A mit µn(X) = 1
für alle n. Beweisen Sie, dass die Funktion ν : A → [0,∞], gegeben durch

ν(U) :=

∞∑
n=1

2−nµn(U) , U ∈ A

ein Maß auf A definiert und ν(X) = 1 gilt.

Aufgabe 3.4 Vollständigkeit

Für eine Teilmenge A ⊂ X einer Menge X betrachten wir die von {A} erzeugte σ-Algebra

σ ({A}) =
⋂
{A ⊂ P(X) |A ∈ A , A ist eine σ-Algebra auf X}

und definieren eine Funktion µ : σ ({A})→ [0,∞] durch

µ(B) :=

{
0 falls B = ∅
∞ sonst.

Beweisen Sie: (X,σ ({A}) , µ) ist ein vollständiger Maßraum.


